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��� �
 E 
�� ��
� '��
��� �
 E∗� ���� ��� ��
� 
� E 
	 ��� ��
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� ���
����
	 �
	�� 
� E� �� θ �� ���� 
 ����
	 �
	�� �� ���
�� ��� 
���
� 
� ��� ����
	 x 
� E '�
< θ, x >, 	
���	 ��
� '� θ(x)� 
�� ��� �
� (θ, x) �→< θ, x > �	
� E∗ ×E �
 �� �� �
����
��� �
�
���
� '�����
	 �
�� ��� ����
	 ��
�� 
� ����
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�� α 
�� β �� E∗� 
�� �
� < α, a(β) >=< β, a(α) > �� ��� ��
�� 
� ������	�� 
��	
�
	�
�	
� E∗ �
 E 
�� �� ���
��� '� Ls(E

∗, E)� ���� ��
�� �� ��
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	���� �
 ��� ��
�� 
� ���
��
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��� �
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� E∗ '�� �� �
	� �
�� �
 ��
� �����

 
�� ����� 
 �
������ ��
��	� μ 
� E� ��� �
��
�� �	
���
	� �� ��� ������
� ������

� E∗ 
�� �
���� �� (0,+∞] ������ '�

Lμ(θ) =
∫

E
e<θ,x>μ(dx).

��� �� ������ 
� ��� �
�� ��
� ��� ��
��	� μ �� �
� ������
	��� '
������ &� �
�� �
� ���
������ ��
������-

����������� 	
	 - .
�����	 
 �
������ ��
��	� μ 
� E� ���� ��� ���

D(μ) = {θ ∈ E∗;Lμ(θ) <∞}
∗����������� 	� 
��������
� �� ������������� ���������� ��
� 
�������� ����� ��
��
��� ������
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�� �
����� ��� �����
�� ������
� kμ = logLμ �� �
���� 
� D(μ)� 
�� �� ��	����� �
���� ��

�� 
��� �� μ �� �
� �
�����	
��� 
� �
�� 
0�� ��'��
�� 
� E�

����� - ��� θ 
�� θ′ '� ��
 �������� �������� 
� D(μ)� "
	 λ �� (0, 1)� ����� p = 1/λ

�� q = 1/(1−λ)� 
�� 
���� ��� +1���	2� �����
���� �
 ��� ��
��	�� ��
�� (E, μ)� �
 ���
�
�	 (p, q) 
�� �
 ��� ������
�� f 
�� g ������ '�

f(x) = eλ<θ,x>, g(x) = e(1−λ)<θ′,x>.

.��
	��� ����� ������
�� '��
�� �
 Lp 
�� Lq 	������������ ���� ����	 �	
���� �� �� L1�

�� ���� ����� ��� �
������� 
� D(μ)� ��� +1���	2� �����
���� ������ �	
����� ��� �
�������

� ��� ������
� kμ� "��
���� +1���	2� �����
���� '��
��� 
� ���
���� �� 
�� 
��� �� |f |p 
��
|g|q 
	� �	
�
	��
�
� μ 
��
�� ���	����	�� �� 
�	 �
	�����
	 �
��� ��� �
������� �����
����
-

kμ(λθ + (1 − λ)θ′) ≤ λkμ(θ) + (1 − λ)kμ(θ′)

'��
��� 
� ���
���� �� 
�� 
��� �� ���	� ������ 
 �
������ ���'�	 C ���� ��
�

e<θ,x> = Ce<θ′,x>

μ 
��
�� ���	����	�� �� 
���	 ��	��� ���
���� 
���	� �� 
�� 
��� �� μ �� �
�����	
��� 
�
��� 
0�� ����	��
�� ����� �� ��� ��� 
� x �� E ���� ��
�

< θ − θ′, x >= logC.

�
������� 	
	 - M(E) �� ��� ��� 
� �
������ ��
��	�� μ 
� E ���� ��
� ��� ����	�
	 Θ(μ)

� D(μ) �� �
� ����� 
�� ���� ��
� μ �� �
� �
�����	
��� 
� �
�� 
0�� ����	��
�� 
� E�

"
	 ����
���� M(��) �� ��� ��� 
� ��
��	�� 
� �� ����� 
	� �
� �
�����	
��� 
� 
��
�
��� 
�� �
	 ����� ���	� ����� θ0 �� �� 
�� a > 0 ���� ��
� �
	 |θ − θ0| ≤ a 
�� �
�

∫ +∞

−∞
eθxμ(dx) <∞.

��� ��
��	�� δ0 + δ1 
�� 1(0,∞)(x)dx 
	� �� M(��)� ��� ��
��	�� dx� dx/(1 + x2) 
	
e−

√|x|dx 
	� �
��
�
������� 	
� - ��� μ '� �� M(E)� ���� ��� ��� 
� �	
'
'������� 
� E ������ �
	 θ

�� Θ(μ) '�
P (θ, μ)(dx) = exp(< θ, x > −kμ(θ))μ(dx) 3/4

�� �
���� ��� �
��	
� ���
�����
� �
���� 3 !"4 ����	
��� '� μ� &� ���
�� �� '� F (μ)�
���� �������
� �
��� �
	 ����	
�� �
������-
/4 F (μ) = F (μ′) 
���	� �� 
�� 
��� �� ���	� ������ (α, b) �� E∗ × �� ���� ��
� μ′(dx) =

e<α,x>+bμ(dx) - ���� �� 
� �
�� ���	���� �
 �	
�� �����  
�� ��
� �� �
	�����
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��� �

����	
�� ���  !" 
� ���
�����
� ����	�'���
��

F = {e−x/σ1(0,∞(x)
dx

σ
; σ > 0},
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����� ��

���� μ(dx) = 2e−2x1(0,∞(x) dx �
 ����	
�� F ����� 
	�����
��
�4 &� ���
	
�� �	
� �
��
� ��
�� '� ����
	��� ��
� �������� 
� D(μ) ����� 
	� �
�

�� Θ(μ) �
 �
� �	
���� �������� 
� ���  !" F (μ)� "
	 ����
���� �
�����	 �
	 p > 0

μ(dx) =
p√
(2π)

x−3/2e−p2/2x1(0,∞(x)dx 3�4

+�	�� ���� ��
��	� �� 
 �
 �
���� ��
'�� ����	�'���
� 
� ���� /5�� ���� ���
	�� D(μ) =
(−∞, 0]� 6� ��7�	����
��
� ����	 ��� �����	
� ����� 
�� �
� �	
�� ��
� �
	 θ ≤ 0, 
�� �
�

Lμ(θ) = e−p
√

(−2θ)


�� ���  !" F (μ) �� 
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����
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����	� ��� ��
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';���� - �	�� 
 �
������ ��
��	� ν 
� Ω� 
�� ���
�� 
 ��
��	
'�� �
� t �	
� Ω �
 

����� �������
�
� 	�
� ����
	 ��
�� E ���� ��
� ��� ��
�� μ �� E 
� ��� ��
��	� ν 
� Ω
'� ��� �
� t �� 
� ������� 
� M(E)� 
� �� <���/� &��� ����� �
�
��
�� 
�� ���
�������
��� 8!" ����	
��� '� ��� �
�	 (ν, t) �� ��� ��� 
� �	
'
'������� ����� �
	 θ �� Θ(μ) '�

P (θ, ν, t)(dω) = exp(< θ, t(ω) > −kμ(θ))ν(dω) 3�4
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��� �
 ���� 8!"� )� �� ��
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��
� �����
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���� 
� ��� 8!" 
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��� ��� 
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���  !" '���� ���� ��� �
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���� :��0����� ��
������: t�

��� �
�� �
�
�� ��
���� 
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 8!" �� ��� ��� 
� 8
����
� ����	�'���
�� 
� ��-

Nm,v(dz) =
1√

(2πv)
e−(z−m)2/2 dz. 3$4

���	� '
�� ��� ��
� m 
�� ��� �
	�
��� v 
	� ��*�
��� +�	� ��� 
'��	
�� ��
�� Ω �� ���
��� ��
��	� ν �
� '� �
*�� 
� dz/

√
(2π) 
�� t �
�� �� �
 E = ��2 '� z �→ x = (z, z2/2)�

+���� ��� ��
��	� μ 
� ��2 �
� �
� 
 ������� ���� 	������ �
 ��� ��'����� ��
��	� 
�
��2� '�� �� ������
	� '���� �
�����	
��� 
� ��� �
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 y = z2/2.
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 �� ��� ����	
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������ - :���� ����	�'���
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���������� �� �
*� E = ��n� �
	 ����� �
	��
� ��	��
����� �����
� 
� ��7�	����
��� <��
��
'� � ��� ��� 
� �
� ���
���� ������	�� �� a = (a1, ..., an) '��
��� �
 � n 
�� �� x =
(x1, ..., xn) �� �� ��n� � �� ���
��

a! = a1!...an!, xa = xa1
1 ...x

an
n ,


��

(
∂

∂x
)a = (

∂

∂x1

)a1 ...(
∂

∂xn

)an .

����������� 	
� - ��� μ '� �� M(��n) 
�� θ '� �� Θ(μ)� ���� Lμ �� 
�
����� 
�
Θ(μ) + i��n 
��� �
	 a �� � n� 
�� �
�

(
∂

∂θ
)aLμ(θ) =

∫
xae<θ,x>μ(dx). 3%4

"�	���	�
	�� �
	 i 
�� j �� {1, ..., n}
∂

∂θi

kμ(θ) =
∫
xiP (θ, μ)(dx) = mi, 3>4

∂2

∂θi∂θj
kμ(θ) =

∫
(xi −mi)(xj −mj)P (θ, μ)(dx). 3?4

����� - &���
�� �
�� 
� ����	
���� �� �
� 
����� ��
� 0 ∈ Θ(μ) 
�� �	
�� ��� 
�
(
�������� �� 0� �� �� ��
�� '� ��� �
���
��� �
���	����� ���
	��� '� ����� ��� �����
����
- �
	 |θi| ≤ a

e<θ,x> ≤ 2n cosh |ax1|... cosh |axn|
���� 
��
 ����� 3/�%4� !��
������ 3/�>4 
�� 3/�?4 
	� �
�� �
 
'�
���
) �
��������� �� ��
� ��� �
��
�� �	
���
	� ��
	
���	�#�� ��� ��
��	� -
��������� 	
� - ��� μ 
�� μ′ '� �� M(��n) ���� ��
� I = Θ(μ)∩Θ(μ′) �� �
� �����


�� ���� ��
� Lμ = Lμ′ 
� I� ���� μ = μ′�
����� - ��� �� �� θ0 �� I� ,���� Lμ 
�� Lμ′ 
	� 
�
����� 
� I + i��n 
�� �
������ 
�

��� 
��� ��� I� ���� 
	� ���
� 
� ��� ��
�� ��	�� I+ i��n� �� �
	�����
	 
� θ0 + i��n� ����
P (θ0, μ) 
�� P (θ0, μ

′) �
�� ��� �
�� "
�	��	 �	
���
	�� "	
� ��� ���
	�� 
� ����������

� "
�	��	 �	
���
	��� ��� 	����� �� �	
����
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��
 ��
� @	
��/�� ������� ��
� P (θ, μ) �
� �
����� 
� 
�� 
	��	� �� θ �� �� Θ(μ)�
���� �
��� �
� '� ������
	��� �	�� �
	 
 θ �� D(μ) \ Θ(μ)� &� �
� 	��
	���
�� ���
���
������ 3/�>4 
�� 3/�?4 �� 
 �

	���
�� �	�� �
������ "
	 μ �� M(E) 
�� θ �� Θ(μ)� 
��
�
	 α 
�� β �� E∗ -

k′μ(θ) =
∫

E
xP (θ, μ)(dx) = m, 3A4

k′′μ(θ)(α, β) =
∫

E
< α, x−m >< β, x−m > P (θ, μ)(dx). 3B4

�� 3/�A4 
�� 3/�B4� k′μ 
�� k
′′
μ ���
�� ��� �	�� 
�� ���
�� ��7�	����
�� 
� ��� �����
��

�	
���
	� kμ� ���
	* ��
� k′μ ���� '� 
 ����
	 �
	� 
� E∗ ���� 
� ������� 
� E� 
��
��
� k′′μ '��
��� �
 Ls(E

∗, E)� ���� 
	� 	����������� ��� ��
� 
�� ��� �
�
	�
��� 
� ���
�	
'
'����� P (θ, μ)�

� ��� 
�������
���
�� �� ��� ����� ��� ��� ���
����

�����
��

&� �
� ����
�� ��� ���
���� 3/�A4� "
	 ����� �� ���	
���� ��� �
��
���� ���-
�
������� �
	 - ��� μ '� �� M(E)� ���� ��� ��'��� MF = k′μ(Θ(μ)) 
� E �� �
����

��� �
�
�� 
� ��� ��
�� 
� ���  !" F = F (μ)�
�� �� �
�� �
 ��� ��
� MF ������� 
��� 
� F ������� 
�� �
� 
� 
 �
	�����
	 μ ����

�
 ����	
�� ��� ��� �
�� �
��� 
'��
���� �	
� 3/�A4� &� 
	� �
��� �
 ��� MF 
� 
 ���
�
	
���	�#
��
� ��� 
� ���  !" F �� ��
� �
��
�� -

����������� �
	 - ��� μ '� �� M(E)� θ 
�� θ′ '� �� Θ(μ) ���� ��
� k′μ(θ) = k′μ(θ′)�
���� θ = θ′� 
�� k′μ �� 
� 
�
����� ��7�
�
	����� �	
� Θ(μ) 
��
 MF (μ)�

����� - �� θ 
�� θ′ 
	� ��������� ��� ������
� 
� [0, 1] ������ '� t �→ kμ(θ+ t(θ′ − θ))
�� ��	����� �
����� '� @	
��/�/ � 
�� ��� ��	��
����

t �→< θ′ − θ, k′μ(θ + t(θ′ − θ)) >

�� ��	����� ���	�
����� &
������ �� 
� 0 
�� 1 �	
����� 
 �
��	
�����
�� ��� �
�� ��
� k′μ
�� 
� 
�
����� ��7�
�
	����� �
��� �	
� ��� �������� ������
� ���
	��� ����
'�� ��
���
�
 ������� 
�
��������� �� �� 
�����
'�� ���	�� ����� ��� ��7�	����
� k′′μ(θ) �� ����	 ������
	�

&� ���
�� '� ψμ ��� ����	�� 
� k′μ �	
� MF 
��
 Θ(μ)� ���� ��� �
�

m �→ P (ψμ(m), μ) = P (m,F ) 3/4

�� 
 ��� �
	
���	�#
��
� 
� ���  !" F '� ��� �
�
�� 
� ��� ��
��� �� �� �
���� ���� ��
�
P (m,F ) �
�� �
� ������ 
� μ� �� �
�� ������ �� �� �
	� �
��	
� ��
� ��� θ �
	
���	�#
(
��
�� ����� ������� 
� 
 �
����
� 
	'��	
	� ��
��� 
� 
 ����	
���� ��
��	� μ� +
����	�
����� �� ������� 
� ��� �������� ������
� ���
	�� �
	 ��� �
����
��
� 
� ψμ� ���
��� ���
�������� �
	� �� �
	� ���
����� 
�� �� ��� �� 	
���	 
� 
� ���
	�
�� ���
	����
� �

��

&� �
*� �
� �
�� 	��
	*� 
'
�� MF � ,���� �� �� ��� ��
�� 
� ��� �
���� 
��� ���
Θ(μ) '� 
 ��7�
�
	������ �� �� 
� 
��� ��� ����� �� �
��
�
	���� �
 E� <��
�� '�
C(F ) ��� ����	�
	 
� ��� �
���� ���� 
� ��� ����
	� 
� ��� �������� 
� F 3�� �� ��� �
��

%
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	 �
�� 
� ����4� ���� 3/�A4 ��
�� ��
� MF ⊂ C(F )� )���
���� �� �
�� 
� ��� �	
����
�
�
���� ����� ��
 ���� 
	� ���
�� '�� �
� 
��
��� ���	� 
	� ��
����� �� ��2 ���	� MF ��
�
� ���� 
 �
���� ��� 3�� ��� MF �� 
��
�� 
� 
��� ����	�
�� ����� �� �� �
��
�
	���� �

��4�

�
������� �
� - )  !" F 
� E �� �
�� �
 '� ����� �� MF = C(F )�
��� �
��
���� �����
�� ���
	�� �� ��� �
 9�� 6
	��
	7( ������� �� 
	� �
� �
��� �


�	
�� �� 
�� �� ����� �
�*� 
� 
 ������ �	

�� ��� ���
�� �
	� ����
��� ��� �� ��� ��� �
	�
:�����:�

��
��
� �
� - ��� μ '� �� M(E) 
�� F = F (μ)�����
/4 F �� ����� �� D(μ) �� 
����
�4 F �� ����� �� 
�� 
��� �� �
	 
�� θ �� D(μ) \ Θ(μ) 
�� θ′ �� Θ(μ)� ����

lim
t→0

< θ − θ′, k′μ(θ + t(θ′ − θ)) >= ∞

�� ��� ��
������
� ����	
��	�� 
�� �	�������� �
��� :	����
	: 
  !" ���� ��
� �
�����
�
/4 
� ��� ���
	�� �� ��������� 9� �
�	��� ���	� 
	� ����� �
������ ����� 
	� �
� 	����
	-
���  !" 
� ����	�� 8
����
� ����	�'���
�� ����	
��� '� 3/��4 �	
����� 
� ��
�����
&� �
� ��	� �
 ��� �������
� 
� ��� �
	�
��� ������
��
�
������� �
� - ��� F '� 
  !" 
� E� 
�� �
	 m �� MF � ���
�� '� VF (m) ���

�
�
	�
��� 
��	
�
	 
� P (m,F )� ���� ��� �
� m �→ VF (m) �	
� MF �
 Ls(E
∗, E) ��

�
���� ��� �
	�
��� ������
� 
� F �
��� �
��
���� �	
�
����
� �	
����� ��7�	��� �
�� �
 �
����� �� 
�� ��
�� ��
� ���

�
	�
��� ������
� ��
	
���	�#�� ���  !"�
����������� �
� - ��� F = F (μ) '� 
  !" 
� E� ����

VF (m) = (ψ′
μ(m))−1, 3�4

k′′μ(θ) = VF (k′μ(θ)). 3�4

"�	���	�
	�� �� F 
�� F ′ 
	� ��
  !" ���� ��
� VF 
�� V ′
F �
������ 
� 
 �
� �
�� 
���

��'��� J 
� MF ∩MF ′ � ���� F = F ′�
����� - "	
� ��� �������
� 
� ψμ(m)� �� �	��� k′μ(ψμ(m)) = m� �
*��� ��� ��7�	����
�


� '
�� ���'�	� �����
k′′μ(ψμ(m)) ◦ ψ′

μ(m) = idE

����� ����� 3���4� �������� 3���4 �� 
'�
���� '� ��� �������
� 
� VF 
�� 3/�B4�
"��
���� �
*� m0 �� J 
�� μ 
�� μ′ ����	
���� F 
�� F ′ 	������������ ��� θ0 = ψμ(m0)


�� θ′0 = ψ′
μ(m0)� &� ��

�� 
	'��	
	��� α �� E∗ 
�� �
�����	 ��� ������
�

y(t) = k′μ(θ0 + tα),


� ������ �� 
 �����'
	�

� 
� 0 �� �� 
�� �
���� �� E� ����� �	
� 3���4� �� �
������ ���

	���
	� ��7�	����
� 
��
�
�
�� ���
��
�

y′(t) = VF (y(t))(α)

>



���� �����
� �
�����
� y(0) = m0� "	
� ���������� �� ��� .
���� ��������# ���
	��� ��
������ ��
�

k′μ(θ0 + tα) = k′μ′(θ′0 + tα)

�� 
 �����'
	�

� 
� 0 �
	 t� ���� ���	� ������ 
 �
���
�� b ���� ��
� ebLμ(θ0 + tα) =
Lμ′(θ′0 + tα)� ) ��
��
	� 	�
�
���� '
��� 
� ��� 
�
�������� 
� �
��
�� �	
���
	�� ����
��
�� ��
�

μ′(dx) = e<θ′0−θ0,x>+bμ(dx),


�� ���� ��
�� ��
� F = F ′� ��� �	

� 
� ��� @	
����� �� �
� �
�������
&� �
������ ���� �����
� '� 	��
����� �
� �
 �����
�� '� ��� �
����� ��*����

� ���

�
	
����	 
� 
  !" -
����������� �
� - ��� F = F (μ) '� 
  !" 
� E� ��� x1, ..., xn '� 
 �
���� 
�


'��	�
��
�� 
� ��� ����	�'���
� P (θ, μ) = P (m,F )� ���� �� xn = (x1 + ...+xn)/n '��
���
�
 MF � ��� �
����� ��*����

� �����
�
	� 
� m 
�� θ 
	� xn 
�� ψμ(xn)�

����� - "	
� @	
��/�/� ��� ������
� 
� Θ(μ)-

θ �→< θ, x1 + ... + xn > −nkμ(θ)

�� 
 ��	����� �
��
�� ������
� ��
�� ��7�	����
� �
����� �
	 θ = ψμ(xn)� ���� ��� �
�����
��*����

� ������ 
�� �� 	�
���� ���	��

.
������- /4 ,���� MF �� 
� 
��� ��� 
�� ����� '� ��� �
� 
� �
	�� ���'�	� (x1 +
... + xn)/n �
���	��� 
��
�� ��	��� �
�
	�� 
� ������� m 
� MF � ���	� ������ 
��
��
��	��� 
� n ���� ��
� (x1 + ...+xn)/n '��
��� �
 MF � ���� ��� ������
	� �
�����
� 
� ���
�	
�
����
� �� �
� ��
� ���
������

�4 ,���
�� ��
� �� �
�� �
 �
��� ��� �
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��
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��� ���
�����
� �
����� ������� ��� �����
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� θ
���
�� �
 ψμ(xn)� ���� xj = t(ωj)� "
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���� �� �� 
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 ��� 8
����
� �
����
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�� ��� ��
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��� ��� �
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�� 
�
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��
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���  !" �� ��� ����	�
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'
�
 y = z2/2� ��� �
���� �� ������ xn �� ��
��� ����	�
	 
��
�� ��	��� �
	 n > 1� 
�� ��� �����
�
	� 
� ��� ��
� 
�� ��� �
	�
��� 
	�
��� ��
����
� 
��� - Zn = (Z1 + ...+ Zn)/n 
��

S2
n =

1

n
((Z1 − Zn)2 + ...+ (Zn − Zn)2).

� ��� ��������� ��� �� � ��� ��� ��� ����
�
��
��

�
������� �
	 - ��� μ '� ��M(E)� ��� ��� 
� p > 0 ���� ��
� ���	� ������ μp ��M(E)
���� Θ(μp) = Θ(μ) 
�� Lμp = (Lμ)p �� ���
��� '� Λ(μ) 
�� �� �
���� ��� C
	������ ���

� μ�

�� �� ���
	 ��
� Λ(μ) ∪ {0} �� 
� ��
��� 
������� �����	
��� �� �� 
��
 ���
	 ��
�
Λ(μ) = Λ(μ′) �� F (μ) = F (μ′)� "
	 ���� 	�
�
�� �� �
*�� ����� �
 �
�* 
'
�� ��� C
	������
��� Λ(F ) 
� ���  !" F � 9�� �
� Λ(F ) = (0,∞) �� 
�� 
��� �� ��� ����	�'���
�� �� F 
	�

?



��������� ������'��� .
�����	��� p �� Λ(μ)� ���  !" Fp = F (μp) �
�� �
� ������ 
� ���
�
	�����
	 μ ��
��� �
 ����	
�� F � 6�C
	������ �
��� ��� �
���⋃

p∈Λ(F )

Fp


� ���
�����
� �����	��
� �
���� ��� �
�
�� 
� ��� ��
�� 
� Fp �� pMF � 
�� ��� �
	�
���
������
� �� pVF (m/p)�
�� 
�� �������
�� ������ ��� C
	������ ��� �� ���
��� �
��� +
����	� �� �����	 �����(

��
��� �� �
� '� 
 �
	��	 �
�*� 
� �� ��
�� ��� �
��	 ���� ��� &���
	� ����	�'���
���
"��
���� ��� �
�� 	����� 
� ���� ���	
�����
� �
  !" �� ��� �
��
����-
����������� �
	 - ��� μ '� �� M(E)� F = F (μ)� p0, ..., pn '� �� Λ(F ) 
�� θ '� ��

Θ(μ)� ��� X0, ..., Xn '� ����������� 	
��
� �
	�
'��� �� E ���� 	��������� ����	�'���
��

P (θ, μ0), ..., P (θ, μn),

S = X0 + ... + Xn 
�� p = p0 + ... + pn� ���� ��� ����	�'���
� 
� S �� P (θ, μp) 
�� ���
�
�����
�
� ����	�'���
� Ks 
� (X1, ..., Xn), *�
���� ��
� S = s� �
�� �
� ������ 
� θ�
.
������ - ���� �
�����
�
� ����	�'���
� �� �
������� �
���� ��� <�	������ ����	�'���
�


� �
	
����	� (p0, ..., pn; s) 
��
��
��� �
 ���  !" F � �� ��� ��
������ 
� ��� �	
�
����
��
�� �
�� �	����� �
	 ���������� μj �
	 μ ���� ����� pj �

����� - ��� G : E → �� 
�� F : En → �� '� 
�� ������
�� ���� �
��
�� ����
	��
.
������� �!(G(S)F (X1, ..., Xn)) �� ��
 �
��� �� ��� ��
�

Ks(dx1, ..., dxn)μp(ds) = (δx1+...+xn ∗ μ0)(ds)μ1(dx1)...μn(dxn),


�� ���� ����� ��� �	

��
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� ����� �� ������� �	
�����
�� ���
�
�� �� "#

�� ��� �	���
�� �����	�� 8� ���
� �
� ���	
����� ��� �
	�
��� ������
� 
� 
  !" 
� 
�
���
	�
�� �

� �
 ����� ��� ��
������
� �	
��	���� ����� �� ��
	
���	�#�� ����	��� ���  !"�
��� �	�� 
��� D
		�� E/>F �
� ��
�
��� ��� ��
�� 
�  !" ���� 
 ��
�	
��� �
	�
��� ������
�
3GH"4� ��� ���	� V (m) ��� 
� �
��� 
 ��
�	
��� �
���
��
� ������
� 
� ��� ��
�� I� �


0������ 
�� �
��	�� ���	� 
	� 
��� > ���� �
������� ��� �� '	��J� �����
� ��
� �� ��
�
'� 
0������ 
�� �
��	�- ��� F = F (μ) '� 
  !" 
� !� ϕ : x �→ ax+ b '� 
� 
0���� 
�
! ���� a ∈ GL(E), b ∈ E� ���� ϕ(F ) = {ϕ∗P (m,F );m ∈ MF} �� ����� 
  !" ����	
���
'� ϕ∗(μ) 
�� ���� ��
�-

Mϕ(F ) = ϕ(MF ) Vϕ(F )(m) = aVF (ϕ−1m) ta

Vϕ(F )(m) = a2VF (m−b
a

) for E = �� 3/4

��� ΛF =
{
λ > 0; ∃ μλ ∈ M(E);Lμλ

(θ) = (Lμ(θ))λ
}
'� ��� C
	������ ��� 
� F � ���
��

��
� �� λ ∈ ΛF , Fλ = F (μλ) �� ��
	
���	�#�� '�

MFλ
= λMF VFλ

(m) = λVF (
m

λ
) 3�4
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  !" F 
�� F̃ 
	� 
� ��� �
�� ���� �� ���	� ����� 
� 
0���� ϕ 
��

 �
��	 λ �� ΛF ���� ��
� F̃ = ϕ(Fλ)� &� �
�� ������ ��� > ����� 
� GH"( !" �� ��� �
�(
�
���� �
'��� ��� �� '	��J� �����
�� �
� �� ��� ����� �����- ��� '� VF (m) = am2+bm+c�
����-
!����	 a = b = 0, VF (m) = c > 0 
�� �	
� 3�4� F �� 
  
	�
�  !" ���� �
	�
��� σ2 = c�
!����	 a = 0, b �= 0� ���� F �� 
 
0���� 
� ��� @
���
� �
���� 3���� ϕ : x �→ bx− c

b2
4
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�� VF �
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	 #�	
 	

�� �� �� K �� �
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0���� 
	 
 �
��	 3��� 3/4

�� 3�44� VF �
� '� �	�����-

• ��
 	

��- VF = m±m2 3 L �
	 a > 0 
�� ( �
	 a < 04K ����� F �� 
� ���� 6��
��
�

	  ��
����(6��
��
�

• 
�� �
�'�� 	

� VF = m2 3����� VF > 04 
�� F �� 
� ���� 8
��

• �
 	

� VF = m2 + 1 3����� VF > 04 
�� F �� 
� ���� +���	'
��� �
�����
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� �� / exp

(
−x

2

2

)
dx√
2π

θ2

2

@
���
� (0; +∞) m
+∞∑
n=0

δn
n!

exp θ

6��
��
� (0; 1) m−m2 δ0 + δ1 log(1 + eθ)

 (6��
��
� (0; +∞) m+m2
+∞∑
n=0

δn −log(1 − eθ)

8
��
 (0; +∞) m2 1(0;+∞)dx −log(−θ)

+���	'
��� �
����� �� 1 +m2 1

2ch
(

πx
2

)dx −log(cosθ)
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P (m,F ) ΛF MFλ
VFλ

P (m,Fλ)

exp−(x−m)2

2

dx√
2π

(0; +∞) �� λ = σ2
exp− (x−m)2

2σ2√
2πσ2

dx

+∞∑
n=0

mne−m

n!
δn(dx) (0; +∞) (0; +∞) m P (m,F )

mδ0 + (1 −m)δ1 ��∗ (0, N) m− 1
N
m2

N∑
k=0

Ck
N

(
m

N

)k (
1 − m

N

)N−k

δk(dx)

3λ = N4

p
+∞∑
n=0

qnδn(dx) (0; +∞) (0; +∞)
1

λ
m2 +m

+∞∑
n=0

Γ(n+ λ)

Γ(n)n!

(
m

m+λ

)n (
λ

m+λ

)λ
δn

q =
m

1 +m

1

m
e−

x
m 1(0;+∞)(x)dx (0; +∞) (0; +∞)

1

λ
m2 e−

x
m

Γ(λ)mλ
xλ−11(0;+∞)(x)dx

cosθeθxμ(dx) (0; +∞) �� λ+ 1
λ
m2 3�� D
		�� E/>F4

m = tanθ
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	 ��� � �� 	 �
� �� ��
 μ �� 	 ����	������ �� � ���� ��	� �� �� �Qn� �� 	
�������� �� μ−��������	� ��������	�� ���� ��	� Qn �� ����� ��  ����� � ��� ��� ���!�����
�� xn �� "�
 ���� ��� ��������� ��	������� 	�� ����#	����$

�� ����� �%��� 	� ���� ��� O �� �� 	� a, b : O → �� ��� 	�	����� ��������� ���� ��	�
��� 	�� z �� O ∑ zn

n!
Qn = exp{a(z)x+ b(z)}

��� � �� ��	 �	����
�� ���� �	�� a(z) = ψμ(αz) 	� b(z) = −kμ(a(z)) ��� ���� ��	� ������ α�

��� �������� (Qn) �� �
�� �
 �
�� 
� ���
�����
� ����	
���� ������
��

"��������	2� ��
	
���	�#
��
� �	������ 
�� �
	�����
	 �
� �
 ��� ���� 
 ��������-

��
��
�  
� ��� � �� 	 �
� �� ��
 μ �� 	 ����	������ �� � ���� ��	� � 	� ��� fμ ��
���  ������ �� P (m,F ) ���� ������� �� μ
 �� ��� x ∈ �� 	� m ∈MF $

fμ(x,m) = exp{ψμ(m)x− kμ(ψμ(m))}

&���
 �� Pn(x) = ∂n

∂mn fμ(x,m)|m=0
 Pn �� 	 ��������	� �� x ��  ����� ��
����������� �Pn� 	�� μ'��������	� �� 	� ���� �� � �� ��	 �	����
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� ��
� MQ �� �
� ������
	�� &� �
�� ��� �
��
	����� ���� 
�� �	
'
'����� ���� ��
� m0 �� MF � ������ �� �� �
�����	 ϕ : x �→ x−m0�
ϕ(μ) �
� ��
� M 
��
fϕ(μ)(x,m) R exp{ψϕ(μ)(m)x− kϕ(μ)ψϕ(μ)(m)}

R exp{ψμ(m0 +m)(x−m0) − kμψμ(m0 +m)}
R fμ(x−m0, m0 +m)

+����
f

(n)
ϕ(μ)(x, 0) R f (n)

μ (x−m0, m0)

Pϕ(μ),n(x) R Pμ,n(x−m0)
.
���������� (Pϕ(μ),n) 
	� ϕ(μ)(
	��
�
�
� �� 
�� 
��� �� (Pμ,n) 
	� μ(
	��
�
�
� 
�� ���
�
������
� 
� ��� �	���
�� ���
	�� �� ��� �
��� &� ����
�� m0 = 0 ��� �� ��� �	

���
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+�	���� Hn H0 = 1 2xHn(x) = Hn+1(x) + 2nHn−1(x)
H1(x) = 2x

.�
	���	 Cα
n Cα

0 = 1 xCα
n (x) = −αCα

n+1(x) + (n+ α)Cα
n (x)

(α > 0) Cα
1 (x) =

α− x

α
−nCα

n−1(x)

�
���		� Lα
n Lα

0 = 1 −xLα
n(x) = (n+ 1)Lα

n+1(x)
Lα

1 (x) = −x+α+1 −(2n + α + 1)Lα
n(x)

(α > −1) +(n+ α)Lα
n−1(x)

O	
���
�* Kp,N
n Kp,N

0 = 1 xKp,N
n (x) = (n + 1)Kp,N

n+1(x)

(0 < p <
1)

Kp,N
1 (x) = x− pN +(n+ p(N − 2n))Kp,N

n (x)

(N ∈ ��) +p(1−p)(N−n+1)Kp,N
n−1(x)

D�����	 M c,β
n M c,β

0 = 1 xM c,β
n (x) = M c,β

n+1(x)

3�	��
����4

(c �= 1) M c,β
1 (x) = x− βc

1−c
+

(1 + c)n+ βc

1 − c
Mβ,c

n (x)

(β ∈ ��) +
cn(n + β − 1)

1 − c

2

Mβ,c
n−1(x)

@
��
�#�* P λ
n P λ

0 = 1, xP λ
n (x) = (n+ λ)P λ

n+1(x) + nP λ
n−1(x)

(λ ∈ ��∗) P λ
1 (x) = x

λ

/$
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 m0 P (m0, F )(dx) Pn(x)

8
����
� M exp(−x2

2
) dx√

2π
( 1√

2
)nHn(

√
2x)

VF (m) = 1

@
���
� /
∑
n≥0

1

n!
exp(−1)δn (−1)nC1

n(x)

VF (m) = (m−m0) +m0

6��
��
� 1
2

1
2
(δ0 + δ1) n!(1

4
)nK

1
2
,1

n (x)
VF (m) = −(m −m0)

2 + (1 − 2m0)(m−
m0) +m0 −m2

0

 ��
����('��
��
� /
∑
n≥0

(
1

2
)x+1δn 2−

3n
2 M

1
2
,1

n (x−1)

VF (m) = (m − m0)
2 + (2m0 + 1)(m −

m0) +m2
0 +m0

8
��
 / exp(−x)/�(0,+∞)(dx) (−1)nL0
n(x+ 1)

VF (m) = (m−m0)
2+2m0(m−m0)+m

2
0

+���	'
��� M
dx

2ch(
πx

2
)

n!P 1
n(x)
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 �	������
	� 	�����-

&
���  
	 ��� μ �� 	 ����	������ �� �� ���� ��	� 0 ∈ Θ(μ) 	� 
∫
xμ(dx) = 0� (�����

�� �Qn� ��� �������� �� ��������	� ��������	�� ���� ������� �� μ ���� ��	� Qn �� ����� ��

 ����� �� ��� �� r = sup{α; (−α, α) ⊂ Θ(μ)}� &��� ��� ������ �����
∑ zn

n!
Qn(x) #	��� 

�� L2(μ) �	� 	 �	 ��� �� ���#������� ≥ r/2�

�����- &� �
�� �
 �	
�� ��
� �
	 |z| < r/2-

limN→+∞
∫ (

N∑
n=0

zn

n!
Qn(x)

)2

μ(dx) = limN→+∞
N∑

n=0

z2n

(n!)2

∫
Q2

n(x)μ(dx) < +∞

<��
��
∫
Q2

n(x)μ(dx) = bn 
��
∫
xnμ(dx) = γn� ���� ����� xn −Qn(x) �� 
� ���	�� ≤ n�

Qn 
�� xn −Qn 
	� 
	��
�
�
�� �
∫
x2nμ(dx) =

∫
(xn −Qn(x))2μ(dx) +

∫
Q2

n(x)μ(dx) ��- γ2n ≥ bn�

6��
∫
ezxμ(dx) =

∑ zn

n!
γn �� |z| ≤ α < r �	
� ��� 
�
�������� 
� Lμ 
� Θ(μ)� +����

∑ α2n

(2n)!
γ2n < +∞ �� α < r�

 
� �����
1

(2n)!
∼+∞

√
πn

(n!)2

1

22n
� �� ���

∑ (α/2)2n

(n!)2
γ2n < +∞ �� α < r� +����

∑ z2n

(n!)2
bn ≤∑ z2n

(n!)2
γ2n


�� �
���	��� �� |z| ≤ α/2 < r/2�

��� �� ���
�� '�

'	(
∑ zn

n!
Qn(x) = exp{a(z)x+ b(z)}

'	)( a(z) = ψμ(αz), b(z) = −kμ(a(z))

'�( " �� ��
�	
��� ���� VF (m) = am2 + bm+ c

'�( Pn(x) =
∂(n)fμ

∂mn
(x, 0) 
	� 
	��
�
�
� �
���
��
��

'�)( xPn = cPn+1 + nbPn + {an(n− 1) + 1}Pn−1

�
 �	
�� D�����	2� 
�� "��������	2� �����
������� �� �
� �	
���� ��*� ����-
"�	�� �	
�� 3�4 =⇒ 3�4 =⇒ 3�24 =⇒ 3�4 3���� �� "��������	2� 	�����4�

���� ����� fμ(x,m) = exp{ψμ(m)x − kμ(ψμ(m))} =
∑ mn

n!
Pn(x) ��� ������
��
�� 3�4

=⇒ 3/4 
�� 3/4 ���� 3/24 =⇒ 3�4 
	� 
'��
��� �� ���� 
��� 	��
�� �
 �	
�� 3/4 =⇒ 3/24
�
 �
������ �
 D�����	2� 	������
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�����*
�)� �
����
&� '���� '� �	
���� 3�4 =⇒ 3�4�

"
	 ��
�� m 
�� x ∈ ���
∑ mn

n!
Pn(x) = exp{ψμ(m)x− kμ(ψμ(m))}� ,���� ψμ(0) = 0� ���

��	���
∑ mn

n!
Pn(x) �� �
���� �� L2(μ) 
�� �	
� ��� 
	��
�
�
���� 
� ��� �
���
��
�� 3Pn4�

�� ��� �
	 ��
�� m 
�� m̃

∑ (m.m̃)n

(n!)2

∫
Pn(x)2μ(dx)︸ ︷︷ ︸ =

∫ (∑ mn(m̃)ñ

n!(ñ)!
Pn(x)Pñ(x)

)
μ(dx)

exp g(m.m̃) =
∫

exp {(ψμ(m) + ψμ(m̃))x− kμψμ(m) − kμψμ(m̃)}μ(dx)

= exp {kμ (ψμ(m) + ψμ(m̃)) − kμ (ψμ(m)) − kμ (ψμ(m̃))}
&� �
� ��	��� ��� log 
� ���� ���	����
� ���� 	������ �
 m̃ K �� ��� -

g′(m.m̃)m = k′μ (ψμ(m) + ψμ(m̃))ψ′
μ(m̃) − k′μ (ψμ(m̃))ψ′

μ(m̃)�

)� m̃ = 0� ����� k′μ (ψμ(m̃)) = m̃ 
�� k′μ (ψμ(m̃))ψ′
μ(m̃) = m̃VF (m̃)−1� �� �
�� -

g′(0)m = ψ′
μ(0)k′μ (ψμ(m)) = VF (0)−1m� ����� g′(0) = VF (0)−1�

<�	����� 
 ���
�� ���� - g′′(m.m̃)m2 =
k′′μ (ψμ(m) + ψμ(m̃))ψ′

μ(m̃)2 + k′μ (ψμ(m) + ψμ(m̃))ψ′′
μ(m̃) − VF (m̃) − m̃V ′

F (m̃)VF (m̃)−2

)� m̃ = 0 : g′′(0)m2 = (ψ′
μ(0))2VF (m) +mψ′′

μ(0) − VF (0)−1

+���� VF (m) �� ��
�	
��� 
� 
 
��� ��� 
	
��� 0 
�� '� �������
� 
� ���

3�4 =⇒ 3�24-

&� �
�� VF (m) = am2 + bm+ c� ,���� exp{ψμ(m)x−kμψμ(m)} =
∑ mn

n!
Pn(x) �
	 ��
��

m� �� �
�� exp(θx) =
∑ (k′μ(θ))n

n!
Pn(x)ekμ(θ)�

<�	��� ���� ���
���� ���� 	������ �
 θ-

xeθx R

(∑
n

(k′μ(θ))n−1k′′μ(θ)

n!
Pn(x) +

∑ (k′μ(θ))n+1

n!
Pn(x)

)
ekμ(θ)

R

(∑ (k′μ(θ))n−1

(n− 1)!
(a(k′μ(θ))2 + b(k′μ(θ)) + c)Pn(x) +

∑ (k′μ(θ))n+1

(n)!
Pn(x)

)
ekμ(θ)

+���� �

*��� 
� ��� �
�0����� 
� (k′μ(θ))n = mn� �� ���
xPn(x) = cPn+1 + nbPn + {an(n− 1) + 1}Pn−1

���� �� 3�24�

3�24 =⇒ 3�4

&� ��	� ����
�� ��
� P1(x) =
1

c
x 
�� xPn = cPn+1 + nbPn + {an(n− 1) + 1}Pn−1

���� '� �������
� 
� n� �� �
� ������������ �	
��-
�4 ∀n �= 0

∫
Pn(x)μ(dx) = 0

��4 xqPn = βq,nPn−q +
∑

n−q+1≤k≤n+q

βk
q,nPk(x) ���� βq,n = 0 �� n < q�

/?



���4 Pn(x) = αnx
n +

∑
q<n

αqx
q

&� ���� �	
�� ��
�
∫
xqPn(x)μ(dx) = 0 �� q �= n 
�� �
����������

∫
PnPqμ = 0 �� n �= q�

����� �� %
���
�)� �
����
�
 �
������ �
 D�����	2� 	����� �	
� "��������	2� 
��� �� �
�� ���� ��
� �� �� ��
��� �

�	
�� 3/4 =⇒ 3/24 �
��
,
 �� ����
�� ��� �
���
��
��Qn �
���� μ(
	��
�
�
� 
�� ���� 
 ����	
���� ���
�����
�
������
�� ����-∫ ∑ zn

n!
Qn(x)μ(dx) =

∫ (∑ zn

n!
Qn(x)

)
Q0(x)μ(dx) =

∫
Q2

0(x)μ(dx) = 1

=
∫

exp{a(z)x+ b(z)}μ(dx) = exp{kμ(a(z)) + b(z)}

+���� b(z) = −kμ(a(z))�

����
∫ (∑ zn

n!
Qn(x)

)
Q1(x)μ(dx) = z

∫
Q2

1(x)μ(dx) ���	� Q1(x) = α1x + β� ,����∫
Q1(x)μ(dx) =

∫
Q1(x)Q0(x)μ(dx) = 0� �� ��� β = 0� �����

∫
Q2

1(x)μ(dx) = α2
1

∫
x2μ(dx) =

α2
1VF (0)� �
 ��
� -∫ (∑ zn

n!
Qn(x)

)
Q1(x)μ(dx) = α2

1zVF (0)�

6�� �� 
��
 �
��-∫ (∑ zn

n!
Qn(x)

)
Q1(x)μ(dx) =

∫
α1x exp{a(z)x− kμ(a(z))}μ(dx) = α1k

′
μ(a(z))

+���� k′μ(a(z)) = α1zVF (0)� 
	 �����
������ �� α = α1VF (0)� a(z) = ψμ(αz)� "��
���-∑ zn

n!
Qn(x) = fμ(x, αz) 
�� Qn(x) = αnf (n)

μ (x, 0) = αnPn(x)�

& '������
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�����
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� ������	��
���
�
	������ 
� ��d4� " �� �
�� �
 '� ��
�	
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 GH"( !"4 �� ���	� �����

)- ��d × ��d → Ls(��
d) '�����
	

6- ��d → Ls(��
d) ����
	

. ∈ Ls(��
d)

���� ��
� VF (m) = A(m,m) +B(m) + C� ��� �� 
 '
��� e∗ = (ei) 
� ��
d �� ���������

VF (m)|e∗ =
∑

Aijmimj +
∑

Bimi + C

���� Aij , Bi, C ������	�� �
�	���� 
�� m =
∑
miei�

��� ��
�� 
� GH"( !" 
� ��d �� �
� ����	��� ����	������ 9��� ��7�	��� �������� �
��
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	� �
���� 
� 
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�� 3���
.
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��� E�F4

�
	 A(m,m) = am⊗m : x �→ am < m, x >� ��� VF (m) = am ⊗ m + B(m) + C� " ��
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�
���
� '
��� 
� ��d 
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� VF (m0) = 0� ��� �	
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n1

, ..., ed︸︷︷︸
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��� ����� PA,n 
	� �
���
��
�� -

����������� ,
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∑
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m0� ��� A = (aij) �� �� GL(��d) 	� ��� ��� ��������	�� (PA,n)

n∈��d ��  �*�� 	� �� (8)�

&��� ��� ����� ��������� ��	������� 	�� ����#	����$

�� ��� (PA,n)
n∈��d 	�� μ'��������	�


��� F �� ������ ��	 �	��� 	� A−1VF (m0)
tA−1 ��  �	���	�


���� ����� �%��� ��	� ������� a, (vs)s=1,...,d 	� (blts)(t,s,l)∈{1,...,d}3 ���� ��	�$

xiPA,n(x) =
d∑

s=1

ais{vsPA,n+es(x) +
d∑

t,l=1

nlb
l
tsPA,n+et−el

(x)

+ ns(1 + a(|n| − 1))PA,n−es(x) + (A−1m0)sPA,n(x)}.
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VF (m) = a(m−m0)
t(m−m0) +B(m−m0) + VF (m0),

����� (A−1B(Am) tA−1)ij =
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bkijmk 	� A−1VF (m0)
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⎜⎜⎝
v1 0

� � �
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@
���	�� ���� 
 ���
��
����
� 
� Πd �� 
	��
�
�
� ��'��
���� ���
�� ��
� Πd ���
��� ���
��
�� 
� �
���
��
�� 
� ��d 
�� Πd

k ��� ��'��
��� 
� �
���
��
�� 
� 
	��	 ≤ k� ���	
����
Ek 
� ��� ��'��
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k� �� �� �
�� �
 ��� �	
� ��� nth ����
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��� ��� ��������	�� Pn(x) = f (n)
μ (x,m0)(e1, . . . , ed) 	�� μ'���� �'��������	�


���� F �� ��	 �	���


�#� �� A = (aij) �� �� GL(��d)
 ���� ����� �%��� ��	� ������� (vij
st), (bsji) ���� ��	�$

xiPA,n(x) =
d∑

s=1

ais

⎛
⎝ d∑

t,u,v=1

vti
uv(nu − δuv)nvPA,n+et−eu−ev(x)

+nsPA,n−es(x) +
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t,u=1

nub
u
itPA,n+et−eu(x)

+ (A−1m0)sPA,n(x) +
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(Qn)

n∈��d �� 	 �������� �� μ'���� �'��������	� ��������	�� ���� ��	� Qn �� �� �� �� |n|�
&���
 ��� ��� ��������� ��	������� 	�� ����#	����$

�� ��� �����	���� �������� �� ��� (Qn) �� �%�������	�
 ���� ����� �%��� r > 0 	� ���
	�	����� ���������$ a : B(0, r) → ��d, b : B(0, r) → ��, ���� ��	�
 ��� 	�� z ��
B(0, r)


∑
n∈��d

zn

n!
Qn(x) = exp{〈a(z), x〉 + b(z)},

��� ����� �%���� A �� Gl(��d) ���� ��	�
 ��� 	�� n �� ��d


Qn(x) = Q0(x)PA,n(x) = Q0(x)f
(n)
μ (x,m0)(Ae1, . . . , Aed).

�� ���� �	��
 a(z) = ψμ(Az +m0) 	� b(z) = −kμ(ψμ(Az +m0))�
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